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Нехай X — скінченновимірний комплексний банахів простір з нормою || · || і нульовим еле-
ментом 0 ; A, B — лінійні оператори в X; I — одиничний оператор в X.
Розглянемо різницеве рівняння
1 ,n n n nx A x y n+ + ∈]= , (1)
у якому { , }ny n∈Z  — задана, a { , }nx n∈Z  — шукана послідовність елементів простору X, 
An = A, n . 1, An = B, n  0.
Наша мета — отримати необхідні і достатні умови на оператори A, B, при виконанні 
яких справджується така умова.
Умова 1. Для довільної обмеженої в X послідовності { , }ny n∈Z  рівняння (1) має єдиний 
обмежений розв’язок { , }nx n∈Z  у просторі X.
Аналогічне питання досліджувалося, зокрема, в [1—3] для різницевого рівняння зі 
сталими і в [2, 4—6] зі змінними операторними коефіцієнтами. У [6, с. 250] доведено, що 
для різницевого рівняння
1 ,n n n nx T x y n+ = + ∈Z , (2)
умова існування єдиного обмеженого розв’язку еквівалентна умові дискретної дихотомії 
для послідовності операторів { , }nT n ∈Z . Останню умову важко перевіряти. Інший підхід до 
дослідження питання про існування єдиного обмеженого розв’язку рівняння (2) запропо-
новано в [2, с. 25]. Цей підхід розвивається і використовується в даній роботі.
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Допоміжні твердження. Покладемо 0
1
{ X sup }n
n
Q z A z
−
= ∈ ∞| || ||<

 , 0 {Q z+ = ∈Χ⏐  існує послі дов-
ність {a(ν, 0, z), ν  0} така, що a (0, 0, z) = z; ( ) ( ), 0, +1, 0, , 1Ba z a zν = ν ν − ; ( )
0
sup , 0, }a z
ν
ν ∞<

⏐⏐ ⏐⏐ .
Якщо 0 00 , 0, 0ny y Q y n+ += ∈ = ≠ , то послідовність 
0 0
0
, ( 2, 0, ), ( 1, 0, ), 0, 0,a y a y+ +− − − −… …	
{ }
 
 
є відповідним послідовності { , }ny n∈Z  обмеженим розв’язком рівняння (1). Тому викону-
єть ся така лема.
Лема 1. Якщо виконується умова 1, то для кожного 0z Q+∈ існує єдина послідовність 
{a (ν, 0, z), ν  0}.
Лема 2. Якщо виконується умова 1, то 0 0X Q Q
− += + , тобто X є прямою сумою 0Q−  та 0Q+ .
Доведення. Зафіксуємо u ∈ X і доведемо, що знайдуться такі 0Q
−
α∈ , 0Q+β∈ , що u = α + β. 
Розглянемо рівняння
1 1 0 1, 1; ; , 1n n n nu Au n u Bu u u Bu n+ += = + = −  .
За умовою 1 воно має єдиний обмежений розв’язок { , }nu n∈Z . Тоді 01u Q−∈ , оскільки 2 1,u Au=   2
3 1 1 1, , ,
n
nu A u u A u+= =… …  — обмежена послідовність. Також 00u Q+∈ , тому що 0 1,u Bu−=  
1 2,u Bu− −= …, а отже, для u0 маємо, що a(0, 0, u0) = u–1, a (–1, 0, u0) = u–2 і т. д. То му і 00Bu Q+∈ . 
Отже, u = α + β, де α = u1, β = –Bu0.
Доведемо єдиність розкладу. Якщо, від супротивного, для деякого u ∈ X вказаний роз-
клад не єдиний, то знайдеться 0 0, 0w Q Q w
− +∈ ≠∩ . Але тоді послідовність , ( 2, 0, )a w−…{ ,  
2
0
( 1, 0, ), , , , }a w w Aw A w− …	

 
є ненульовим обмеженим розв’язком однорідного рівняння (1).
Протиріччя.
Лема 3. Якщо виконується умова 1, то спектри σ (A), σ (B) операторів A, B не перети-
наються з одиничним колом 1}S = {λ ∈ λ =^ | | .
Доведення. Припустимо, від супротивного, що існує ( )S Aλ ∈ σ∩ , Зафіксуємо влас-
ний вектор w оператора A, відповідний власному числу λ. Внаслідок умови 1 різницеве 
рівняння (1) має єдиний обмежений розв’язок, відповідний обмеженій послідовності 
N(1)
0
, 0, , 0,y w= { }… … . Цей розв’язок явно визначається і записується у вигляді (1) { , 0,x = …  
N 2
1
, , , }w w wλ λ … . Аналогічно для кожного m . 1 відповідний обмеженій послідовності 
N( ) 1
0
, 0, , , , 0,m my w w w−= λ λ… … …{ , }  єдиний обмежений розв’язок рівняння (1) має вигляд 
N( ) 2 1 2
1
, 0, , 2 , 3 , , , , ,m m m mx w w w m w m w m w+ += λ λ λ λ λ… … …{ } .
Відзначимо, що в банаховому просторі
 
( , ) { { , } sup }n n
n
l X x x n X x x
∞
∞ ∈
= = ∈ ⊂ = < ∞
]
] ] & & & &
 
 
різницеве рівняння (1) записується у вигляді ,Tx y=  де :T l l∞ ∞→  — лінійний неперервний 
оператор, який кожному { , }nx x n l∞= ∈ ∈]  ставить у відповідність такий елемент 
{( ) , }nTx Tx n l∞= ∈ ∈] , що 1 1( ) – , 1, ( ) – , 0n n n n n nTx x Ax n Tx x Bx n+ += =  . З умови 1 і тео-
реми Банаха про обернений оператор випливає, що Т має неперервний обернений оператор 
Т–1. Але 1 ( ) ( )m mT y x m w−
∞ ∞
= =& & & & & &  для кожного m . 1, що суперечить обмеженості T–1. 
Таким чином, ( )S Aσ = ∅∩ .
Аналогічно перевіряється, що ( )S Bσ = ∅∩ .
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Нехай σ–(A), σ–(B) — частини спектрів операторів A, B, які лежать всередині, a σ+(A), 
σ+(B) — зовні кола S. Вважатимемо, що множини σ±(A), σ±(B) непорожні. Зауважимо, що 
всі отримані нижче результати залишаються справедливими і у випадку, коли серед цих 
множин є порожні, з очевидними змінами в отриманих формулах.
Внаслідок леми 3 при виконанні умови 1 простір Х розкладається в пряму суму інварі-
антних відносно A підпросторів X = X+(A) ∔ X–(A) таким чином, що звуження A–, A+ опера-
тора A на X–(A), X+(A) мають спектри σ–(A), σ+(A). Також X = X+ (В) ∔ X–(B) і звуження 
В–, В+ оператора B на X–(B), X+(B) мають такі ж властивості. Відзначимо, що при цьому 
збігаються ряди
1 1 1 1
, , ,n n n n
n n n n
A A B B
∞ ∞ ∞ ∞
− −
+ − + −∑ ∑ ∑ ∑
= = = =
& & & & & & & &. (3)
Лема 4. Якщо ( )S Aσ = ∅∩ , ( )S Bσ = ∅∩ , mо 0 0( ), ( )Q X Q X B
− − + += =Α  .
Доведення. Доведемо, що 0 ( )Q X A
− −
= . Внаслідок збіжності ряду 
1
n
n
A
∞
−
∑ = & &  послідов-
ність , 1nA z n{ }& &   обмежена для кожного ( )z X A
−
∈ , а отже, 0– –( )X A Q⊂ .
Також у випадку, коли 0( )z X A Q+ −∈ ∩ , матимемо
sup 0,n n n k
k
z A A z A A z n− −+ + + += ∞


1
⋅ → →& & & & & & & & ,
оскільки ряд 1
n
n
A
∞
−
+∑ = & & збігається. Таким чином, 0z =  і Q– = X–(A).
Доведемо, що 0 ( )Q X B+ += . Нехай ( )z X B+∈ . Оскільки X+ — інваріантний простір від-
носно оператора B, то ( ) 1, 0,a z B zν−+ν =  для кожного ν  0, причому 10sup B z
ν−
+
ν
∞

<& & . Тому 
0z Q+∈ . Отже, 0( )X B Q+ +⊂ .
Нехай 0( )z X B Q
− +∈ ∩ . Позначимо через ,B BP P− +  проектори в X на X–(B), X+(B), що від-
повідають зображенню X = X–(B) ∔ X+(B). Тоді для кожного ν  0
1 ( , 0, ) sup ( , 0, ) 0,B B
k
z B P a z B P a k zν + ν
− − − −
= ν ⋅ ν ∞

⏐ ⏐ ⏐ ⏐
1
⋅ → →−& & & & & & & & & & ,
оскільки ряд 
1
n
n
B
∞
−
∑ = & &  збігається. Тому 0z = . Отже, 0 ( )Q X B+ += .
Основні результати. Нехай 0 0X Q Q
− +=
+ . Зафіксуємо обмежену послідовність { , }ny y n= ∈]  
і покладемо sup n
n
y y
∞
∈
=
]
& & & & . Внаслідок леми 2 елемент y0 цієї послідовності єдиним чи-
ном зображується у вигляді 0 0 0y y y
− +
= + , де 0 00 0,y Q y Q
− +
− +∈ ∈ . Позначимо через
0 0,P P
− +  проек-
тори в X на підпростори 0 0,Q Q
− + , що відповідають зображенню 
0 0X Q Q
− +=
+ , ,A AP P
− +  — проек-
тори в X на X–(A), X+(A), що відповідають зображенню X = X–(A) ∔ X+(A).
Покладемо для кожного n . 1
0 , ; ,n n n A n n n n n B n nP A P A P P I P P B P B P P I P− − − − −+ + + + − + − − − − + −= = − = = − ; (4)
1
0 0 0
1 0
1
B Ax P y P B P y P A P y
− ∞
ν −ν
− − − − ν + + + ν
ν −∞ ν
+ −∑ ∑| |
= =
= ; (5)
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1 0
1 1 0 1 1
1
2 :
n
n k k n B n n A
n k
k n
n x A P y A P B P y P A P y
− ∞
− − − ν − − −ν
− − − − − ν + + + ν
ν −∞ ν
∀ = + −∑ ∑ ∑| |
= = =
 ; (6)
2
1 1 1 1 0
1 – 0
1 1 1
1
1
0 :
.
n
n n n n
n n
n n n A
n
n x P y P B P y B P y
B P y B P y B P A P y
−
− − ν + − − −
− − − − ν + +
ν −∞
∞
− − − − − −ν
+ + − + + − + + + + ν
ν
∀ = + − −
− − − −
∑
∑…
| | | |
=
| | | |
| |
=
 Β
 (7)
Основні результати роботи містять нижчесформульовані твердження.
Лема 5. Припустимо, що виконуються такі умови:
( ) ( ) , ( )i A S B Sσ = ∅ σ = ∅∩ ∩ ;
(ii)  X = X– (A) ∔ X+(B).
Тоді 0 0( ), ( )Q X A Q X B
− − + += =  і ряди з (5)—(7) абсолютно збігаються за нормою та задають 
відповідний обмеженій послідовності ny n∈]{ , }  обмежений розв’язок nx n∈]{ , }  рів няння 
(1). Цей розв’язок єдиний у класі всіх обмежених в Х послідовностей.
Доведення. Рівності множин 0 0( ), ( )Q X A Q X B
− − + += =  справджуються внаслідок леми 4. 
Доведемо, що для визначених за допомогою (4) проекторів послідовність { 1}nP n+ ,|| ||  є 
обмеженою.
Справді, 0 0P P I+ −+ = , причому 
0P
−
 проектує на X–(A), а отже, 
0( )n n nP A I P A P−+ − + += − =
Α
 
0n nP A P A P−+ − − + += −
Α Α для довільного n . 1, звідки
0 sup supn n n
n n
P P P P A A−+ + − + − +1 1
⋅ ⋅ ⋅Α Α
 
 +& & & & & & & & & & & & .
Тут –
1
sup n
n
A ∞

<& & , 
1
sup n
n
A−+ ∞<

& &
 
внаслідок збіжності рядів (3).
Аналогічно послідовність { 1}nP n−
−
,|| ||  є обмеженою.
Тому, з урахуванням (3), ряди із (5)—(7) збігаються абсолютно за нормою і послідов-
ність nx n∈]{ , }  є обмеженою.
Безпосередньою підстановкою перевіряється, що визначена за допомогою (5)—(7) пос-
лідовність nx n∈]{ , }  є розв’язком рівняння (1), відповідним обмеженій послідовності 
ny n∈]{ , } .
Доведемо єдність цього розв’язку в класі обмежених у Х послідовностей. Внаслідок лі-
нійності різницевого рівняння (1) досить переконатися, що однорідне різницеве рівняння
1 1, 1; , 0n n n nx A x n x B x n+ += =   (8)
має тільки нульовий обмежений розв’язок.
Перевіримо це. Нехай nx n∈]{ , }  — обмежений розв’язок рівняння (8), Доведемо спо-
чатку, що 1 0x = . Справді, оскільки послідовність {x1, x2 = Ax1, x3 = A2x1, ...} обмежена, то 
0
1 –x Q∈ . Також 
0
1x Q+∈ , тому що x1 = Bx0, x0 = Bx–1, x–1 = Bx–2, ..., причому послідовність 
{..., x–1, x0, x1, ...} обмежена. Внаслідок умови (ii) 
0 0X Q Q
− +=
+ , а отже, 1 0x = .
Оскільки 1 0x = , то 1 1 0
n
nx A x+ = =  для кожного n . 1. Також відзначимо, що як і для 
x1 при фіксованому k  0 перевіряється включення 
0 ( )kx Q X B+ +∈ = . При цьому 10 x= =
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2
0 1
k
kBx B x B x−= = = =… | |+1 , звідки ( )kx X B−∈ . Тому ( ) ( )kx X B X B− +∈ ∩ , звідки випливає, 
що 0kx = . Таким чином, рівняння (8) має лише нульовий обмежений розв’язок.
Теорема 1. У скінченновимірному комплексному банаховому просторі X умова 1 викону-
ється тоді і тільки тоді, коли виконуються умови (і), (її) леми 5.
Якщо умови (і), (іі) виконуються, то відповідний обмеженій послідовності ny n∈]{ , }  єди-
ний обмежений розв’язок nx n∈]{ , } різницевого рівняння (1) визначається формулами (5)—(7).
Теорема 1 є прямим наслідком лем 1—5.
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ОБ ОГРАНИЧЕННЫХ РЕШЕНИЯХ РАЗНОСТНОГО УРАВНЕНИЯ 
С ПЕРЕМЕННЫМ ОПЕРАТОРНЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ
Исследуется вопрос о существовании единственного ограниченного решения одного разностного уравнения 
с переменным операторным коэффициентом в конечномерном банаховом пространстве.
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ON THE BOUNDED SOLUTIONS OF A DIFFERENCE EQUATION 
WITH VARIABLE OPERATOR COEFFICIENT
We study the problem of existence of the unique bounded solution of a difference equation with variable operator 
coefficient in a finite-dimensional Banach space.
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